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1 Wprowadzenie

System robotyczny ztozony z platformy mobilnej z zainstalowanym na niej manipulatorem stacjonarnym nazywa-
my manipulatorem mobilnym [2]. W ostatnich latach wzrosto zainteresowanie tego typu robotami. Po pierwsze,
sg one ciekawym obiektem badan dla naukowcéw zajmujacych sie robotyka, po drugie — istnieje szerokie pole
zastosowan praktycznych dla tego typu konstrukeji takich jak funkcje ustugowe, zadania specjalne, zastosowania
Srozrywkowe” .

Jednym z kluczowych zagadnien uwzglednianych przy sterowaniu manipulatorem mobilnym jest rozwiazanie
zadania kinematyki odwrotnej. Ze wzgledu na charakter ograniczen, znalezienie kinematyki odwrotnej wymaga
wyznaczenia sterowan realizujacych ruch robota, a tym samym zaplanowania jego trajektorii. W pracach [1, 3]
zaprezentowano algorytmy kinematyki odwrotnej dla nieholonomicznych robotéw mobilnych wywodzace sie
z metody kontynuacji. W artykule [2] przedstawiono metode endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej unifiku-
jacej algorytmy dla robotéw stacjonarnych i mobilnych poprzez wprowadzenie wspélnych dla obu typéw robotéw
notacji kinematyki i sformulowaniu problemu kinematyki odwrotnej, wprowadzajac uogélnienie algorytmow dla
manipulatoréw mobilnych. Podstawowa wada przedstawionych tam jakobianowych algorytméw kinematyki od-
wrotnej jest to, ze w rozwiazaniu nie uwzgledniajg naturalnych ograniczen nakladanych na zmienne stanu robota
przez jego konstrukcje. Przyktadem takiego ukladu z ograniczeniami moze by¢ samochdd, ktéry ma ograniczone
przyspieszenie, jak rowniez kat skretu kot przednich. Nieuwzglednienie ograniczen tego typu przez algorytm
powoduje, ze trudno bedzie go zaimplementowaé w rzeczywistym robocie.

W pracy zajmiemy sie wazonym algorytmem jakobianu pseudoodwrotnego [2], a dokladniej zaproponujemy
jego modyfikacje polegajaca na uzmiennieniu wykorzystywanej w nim normy przestrzeni endogenicznej, co za-
pewni dodatkowy stopienn swobody, pozwalajacy w pewnym zakresie wplywaé na sposob dziatania algorytmu.
Poprzez zmiang normy bedziemy kontrolowaé wartosci wybranych zmiennych stanu platformy mobilnej tak,
by ograniczy¢ zakres ich zmian.

Uktad pracy jest nastepujacy. Podrozdzial drugi zawiera podstawowe pojecia i sformulowania dotyczace cia-
glego zadania kinematyki, jakobianu analitycznego oraz pseudoodwrotnosci jakobianu. W podrozdziale trze-
cim zaprezentowano algorytm kinematyki odwrotnej typu wazonego jakobianu pseudoodwrotnego wraz z jego
wersje dyskretna z ograniczonym pasmem. W rozdziale czwartym pokazano jak poprzez uzmiennienie normy
mozna ograniczy¢ warto$ci wybranej zmiennej stanu platformy mobilnej. Dzialanie zmodyfikowanego algoryt-
mu kinematyki odwrotnej zilustrowano symulacjami w podrozdziale piatym. Podrozdzial szésty podsumowuje
otrzymane wyniki.

2 Podstawowe pojecia

Przedmiotem rozwazan jest manipulator mobilny skladajacy sie z nieholonomicznej platformy mobilnej z za-
instalowanym na niej manipulatorem sztywnym. Oznaczmy posture platformy przez g € R™, wektor sterowan
platformy przez u € R™, wektor konfiguracji manipulatora przez x € RP, zas wektor pozycji efektora w prze-
strzeni zadaniowej przez y € R”. Przyjmujac taka notacje, kinematyke manipulatora mobilnego mozemy zapisaé
w postaci bezdryfowego ukladu sterowania z funkcja wyjscia

y= k(g,z) = (k1(q,2),..., k(q, 7))

Przyjmiemy, ze wystepujace w (1) funkcje sterujace sa calkowalne z kwadratem na pewnym interwale [0, 77,
u(-) € L2][0,T]. Dla tak zdefiniowanego ukladu przestrzen liniowa X = L2 [0,T] x RP bedziemy nazywali
endogeniczng przestrzenia konfiguracyjna manipulatora mobilnego, a nalezace do niej pary (u(-),x) jego konfi-
guracjami endogenicznymi.Przyjmujac stala macierz funkcji wagowych R(t), R(t) = RT(t)> 0, t € [0,T] oraz
dodatniookreslong macierz wagowa W = W7 > 0, mozemy zdefiniowa¢ w przestrzeni X iloczyn skalarny w
nastepujacy sposob

T
((ur (), 21), (w2 (), 22)) g = /ulT(t)R(t)w(t)delTsz, (2)
0

1Praca zostata wykonana w ramach grantu statutowego



co czyni z X przestrzen Hilberta z norma zdefiniowana jako
T 1/2
lwChallew = | [ @R@ut +aT W | 3)
0

Przy ustalonej posturze poczatkowej platformy gy € R™ i horyzoncie T' > 0 odwzorowanie
Kgr: X —R"

zdefiniowane przez

Koo r(ul-),x) = k(g r(u(-), ) = y(t) (4)
traktujemy jako kinematyke chwilowa manipulatora mobilnego. Odpowiadajacy jej jakobian analityczny
Jgo,r(u(-),z) : X — R, (5)
bedacy pochodna kinematyki (4), obliczamy nastepujaco
Joo. 1 (u(:), ) (v(-), w) = % - Koo r(u(-) + av(), z + aw) =
: (6)

(T, x)/@(T,s)B(s)v(s)ds + D(T, x)w,
0
— A ,

gdzie C(t,z) = g—’;(q(t)mc)7 %(I)(t, s) =

ok
q(t) = pqo.t(u(-)), D(t,x) = 57 (q(t), ).
Najwazniejsza zaleta wykorzystania jakobianu analitycznego do rozwigzania odwrotnego zadania kinematyki
jest zastapienie nieliniowego réwnania (4) przez liniowe réwnanie jakobianowe postaci

Joo, 7 (u(-), 2)(0(:), w) = 1. (7)

W konfiguracjach nieosobliwych istnieje rozwigzanie réwnania jakobianowego dla dowolnego n € R".

(O®(t,5), B(s,5) = In, At) = 7 (Gla(t))u(t), B(t) = G(a(t)),

3 Algorytm kinematyki odwrotnej

Majac dang kinematyke (4) oraz pozycje zadana efektora w przestrzeni zadaniowej yq € R” i polozenie poczat-
kowe manipulatora (go,zo) € R"P, zadanie odwrotne kinematyki dla manipulatora mobilnego polega na zna-
lezieniu, na okreslonym horyzoncie sterowania T, konfiguracji (u(-),z) € X takiej, ze Kq, r(u(-), ) = yq.
Zalézmy, ze istnieje rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki. Wedlug metody endogenicznej przestrzeni
konfiguracyjnej [2] jako to rozwiazanie mozna przyjaé granice

ud(t) s Ug (t)
< T4 ) o GETOO < x(0) (8)
trajektorii uktadu danego réwnaniem

(00 = 2 (52 stuaO01e0)) 0=

R~ (t) By (1)@ (T, t)Cy (T, x)
- { W-LDI(T, z) }

9)
D,y (ua (), (6))e(0),

gdzie Jj’;}T(u(-), x) oznacza prawg pseudoodwrotnosé jakobianu (5), tzn. Jg, r(u(-), CU)JZ&I(U('% z) =1, 0 R,
zas D;O%T(u(-), x) jest odwrotnoscia macierzy zrecznos$ci manipulatora mobilnego danej wzorem

Dyo.r(u(-),2) = D(T,z)W ' DT(T, 2)+

T
C(T, x)/<I>(T,s)B(s)R‘l(s)BT(s)CI)T(T,s)ds (T, z),
0



a e(d) = Kg r(ug(-),z(d)) — yd bledem Sledzenia trajektorii. Uzyskany tym sposobem algorytm nazywamy
wazonym pseudoodwrotnym jakobianowym algorytmem kinematyki odwrotnej dla manipulatoréw mobilnych.
Z praktycznego punktu widzenia, implementujac przedstawiony powyzej algorytm kinematyki odwrotnej, tatwiej
operowaé na skoficzenie wymiarowe]j reprezentacji (parametryzacji) endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej
niz na niej samej. Do tego zmuszeni jesteSmy do przeksztalcenia algorytmu z postaci ciaglej na jej dyskret-
ny odpowiednik. By osiagnaé pierwszy cel nalezy przyja¢ ortogonalna baze w L2, [0,7T] z funkcjami bazowymi
©vo(t), p1(t), ..., a nastepnie sterowania platformy u(t) wyrazié w postaci skoficzonego szeregu funkcji bazowych
z odpowiednimi wspoélczynnikami wagowymi. Dzigki tej operacji uzyskamy reprezentacje endogenicznej prze-
strzeni konfiguracyjnej z ograniczonym pasmem

(u(t), z) = (F(t)A, z), (11)

gdzie X jest wektorem zawierajacym wspo6lczynniki szeregu, A € R*, s = m+> .~ s;, s; jest dlugoscia rozwiniecia
i-tej skladowej sterowania, a F'(t) jest macierza blokowa diagonalna F'(t) = block diag{F1(t), Fa(t), ..., Fm(t)},
ktorej kazdy blok sklada sie z zestawu funkeji bazowych F;(t) = [po(t), ¢1(t), ..., ¢s, (t)]. Teraz w odniesieniu
do (11), wektor sterowan platformy mozemy wyrazi¢ w postaci

ul(t) = i:)\ij(pj(t). (12)
j=0

Latwo zauwazy¢, ze wedlug formuly (11), dana konfiguracja endogeniczna (u(:),z) € X jest reprezentowana
przez punkt (), z) € RTP. Ustalajac wiec s-elementows parametryzacje przestrzeni sterowan platformy, otrzy-
mujemy skoficzenie wymiarows endogeniczng przestrzen konfiguracyjng z ograniczonym pasmem X = RSP,
Majac na wzgledzie (3) przestrzeni ta mozna unormowaé¢ w nastepujacy sposob

I\ )| rw = AT PA+ 2 Wa)l/2, (13)

gdzie macierz wagowa P = fOT FT(t)R(t)F(t)dt.
W przyjetej parametryzacji jakobianowi (5) odpowiada jakobian analityczny z ograniczonym pasmem

Jpr(\z) 1 X — R" (14)

danej w postaci

Jgo, (N, ) = { C(T, x)of@(T,s)B(s)F(s)ds D(T,x) |. (15)

Teraz réwnanie (9) przyjmuje postaé

d% (ig;) = —7J7 +(M0),2(0))e(0) =

(16)
ST 7 (A0), 2(0) Dyl (M6), 2(0))e(6),
zawierajace macierz zrecznosci zdefiniowana przez
Do 7(A(9), 2(6)) = Jo0, 7 (A(8), 2(6))S T, (M), 2(6)), (17)
gdzie S = PO_ 1 Wo,l jest odwrotnoscia macierzy wagowe;j.

Ostatecznie postawione na poczatku tego podrozdzialu odwrotne zadanie kinematyki mozemy rozwiazaé za po-
mocg wazonego pseudoodwrotnego jakobianowego algorytmu kinematyki odwrotnej z ograniczonym pasmem
(16) w postaci dyskretnej okreslonego ponizsza formula

33‘0

@Zi) = (V) — 7 J¥ 2 (N0), 2(8))e(6). (18)

Algorytm w tej postaci bedziemy dalej nazywali algorytmem standardowym.



4 Modyfikacja algorytmu standardowego

Zmodyfikujmy definicje normy (13) tak, by jej warto$¢ byla zalezna od krzywej (A(6),z(0)) € X
I )| fw = WTPA + 2" Wa)l/2, (19)

Zabieg ten dostarcza nam dodatkowego stopnia swobody, pozwalajacego wpltywaé na efekt dzialania algorytmu.
Zmieniajac odpowiednio norme bedziemy kontrolowaé¢ wartosci wybranych zmiennych stanu platformy mobilne;j.
W szczegdlnosci bedzie nam zalezeé¢ by ograniczy¢ zakres ich zmian.

Poniewaz macierz P okresla czesé macierzy wagowej S, dlatego w dalszych rozwazaniach zajmiemy sie wylacznie
ta druga. Przyjmiemy dla uproszczenia, ze macierz S jest diagonalna. Rozpiszmy réwnie (18) tak, by wyekspo-
nowa¢ sposéb modyfikacji poszczegdlnych wspotczynnikow A

AT =N — A SY(JTAY + JEAS + .+ JLAD), (20)
gdzie 1 =1,2,...,s oraz R R

A? = (De)flleg + (De)l_zleg + . (De)lr €ry

Ag = (DG) 21 ‘31 (DG) 22 e2 + . (DG)QT €r,

Ag = (159);1 (DG)T‘2 ) + . (DG)’I‘T €r,

zas jg oznacza ij-ty element macierzy Jy, 7(\(8), z(6)), (De) ij-ty element odwrotnoéci macierzy zrecznosci
D, '1(A(0), z(0)), a ef i-ty element wektora bledu e(6).
Wprowadzmy nastepujace prawo opisujace ewolucje elementéw macierzy wagowej S wzdluz krzywej

(A(0),2(9)) € X
. €i
S,LG = min <Simam7 f)/k |F91|>7 (21)

gdzie g; oznacza maksymalny zakres zmian elementéw A;, kmq, maksymalna liczbe krokow algorytmu, S;, . mak-
symalna warto$é¢ jaka moze przyjaé element S; oraz

= (JOA) + JYAG + ... 4+ JOAP).

Zaktadajac, ze Ff’l ~ T'Y otrzymamy algorytm wazonego jakobianu pseudoodwrotnego ze zmienna norma

\0+1 2\ sign(T?).
( 9+1>=< 9)‘ #m” ’ (22)

x . 7T 2 (M), 2(6))e(6)
bedacy modyfikacja standardowego algorytmu (18) Znajac wartosé poczatkowa Ag oraz zakres zmian &; mozemy
utrzymaé¢ wybrany wspolczynnik \; w zadanych granicach, a przez to posrednio ograniczyé¢ zmiane wartosci
wybranej wspolrzednej stanu platformy mobilne;j.
W standardowym algorytmie jakobianu pseudoodwrotnego jako rozwiazanie przyjmuje sie granice (8). Takie
rozwiazanie nie moze by¢ zastosowane w zmodyfikowanym algorytmie (22) poniewaz przy kmas +—— +00
algorytm przestalby dzialaé, )\?H = M. Z praktycznego punktu widzenia nie jest to wielka wada, poniewaz
podczas symulacji czesto przyjmuje sie maksymalna liczbe krokéw kiq. jako warunek stopu algorytmu (18).
Dodatkowo w otoczeniu punktu docelowego y4, I'Y —— 0 konieczne jest wprowadzenie gérnego ograniczenia
Si w celu zapewnienia stabilno$ci numerycznej algorytmu (22).

tmazx

5 Symulacje

Przedstawiony w poprzednim podrozdziale algorytm kinematyki odwrotnej typu wazonego jakobianu pseu-
doodwrotnego ze zmienna norma, zostal wykorzystany do sterowania manipulatorem mobilnym, sktadajacym
sie z platformy mobilnej typu samochod kinematyczny z zainstalowanym na pokladzie manipulatorem o struktu-
rze RTR, rys. 1. Wektor postury platformy ¢ = (q1, g2, q3, q1) = (z,y, ¢,%) € R* sklada sie z pozycji i orientacji



Rysunek 1: Manipulator RTR zamontowany na samochodzie kinematycznym

platformy oraz kata skretu przednich kél. Wektor x = (x1, 22, 23) € R® oznacza konfiguracje manipulatora.
Wspoéhrzedne zadaniowe y = (y1,y2,y3) € R? zwigzane sg z kartezjanska pozycja efektora manipulatora. Kine-
matyke (1) tak skonstruowanego manipulatora mobilnego mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob

{ g1 = U1COSq3COSQs, G2 = U1sSiNg3COSqy,

g3 = u1 sin qq, Gs = ua,
Y1 q1 + (l2 + I3 cos x3) cos(q3 + x1)
y=| yv2 | =| @+ (l2+I3cosx3)sin(gs + 71)
Y3 T + 13 sin xg

W symulacjach kazde ze sktadowych sterowania reprezentowano za pomoca dwéch harmonicznych s; = s = 2
w bazie Furiera: g = 1, 1 = sin27t, o = cos 2wt p3 = sindnt, p4 = cos4nt. Okres sterowania wynosit 7' = 1.
Analizowany problem polegal na rozwigzaniu odwrotnego zadania kinematyki tak, by jednoczes$nie ograniczyé
kat skretu przednich két platformy do zbioru wartosci g4 € (=%, 5). Stad algorytm (22) zastosowano w taki
sposéb, by ograniczy¢ sterowanie ug, czyli wylacznie dla wspoélczynnikéw g 7, .. 10, zwigzanych z tym sterowa-
niem. Przedstawione ponizej symulacje przeprowadzono dla trzech réznych poczatkowych potozen platformy,
oznaczonych przez Cp, Cy, C5 (kolejno coraz dalej od celu) przy niezmienionej poczatkowej jej orientacji i po-
tozeniu jej kél, stalej konfiguracji poczatkowej manipulatora, takich samych wartosciach Ao, Yd, kmaz, Sipuns
€i, Ry, R oraz W. Wyniki symulacji zebrane zostaly w tab. 1. Dla poréwnania zamieszczono w niej réwniez
wyniki symulacji dla standardowego algorytmu. Sciezki ruchu manipulatora mobilnego oraz odpowiadajace im
trajektorie ¢4 dla algorytmu ze zmienng norma pokazano na rys. 2-4. Analogiczne rozwigzania uzyskane ze
standardowego algorytmu zamieszczono na rys. 5-7

Tabela 1: Wyniki symulacji.

Algorytm Zmienna norma ZN Stata norma SN

Punkt 1 Cy Cs C1 Cy Cs
Liczba krokéw 54 86 72 173 500 | 500
Blad koncowy | 5.29-1077 | 5.64-10~7 | 8.62-10~7 | 6.67-10"7 | 102 | 203
1 €(—%5,%5) TAK TAK TAK NIE NIE | NIE
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Rysunek 4: Sciezka ruchu robota oraz trajektoria gy, punkt Cs, alg. ZN.



208

206+

'
o8

Rysunek 6: Sciezka ruchu robota oraz trajektoria gy, punkt Cy, alg. SN.
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6 Zakonczenie

Wprowadzenie modyfikacji do standardowej wersji algorytmu wazonego jakobianu paseudoodwrotnego w postaci
zmiennej normy pozwala wplywaé¢ na dziatanie algorytmu tak, by ograniczy¢ wartosci wybranych zmiennych
stanu manipulatora mobilnego. Jako przyktad w pracy przedstawiono zastosowanie algorytmu ze zmienna norma
do ograniczenia kata skretu przednich kot platformy mobilnej typu samochod kinematyczny. Symulacje pokazaly,
ze po wprowadzeniu modyfikacji algorytm kinematyki odwrotnej znajduje rozwiazanie w mniejszej liczbie krokéw
oraz dla wiekszych odlegtosci od celu. W przykladach algorytm ze stala norma znalazl rozwiazanie jedynie dla
punktu C1, kiedy to po modyfikacji rozwiazat kazde z trzech postawionych zadan. Ponadto w kazdym z badanych
przypadkéw przy stalej normie wartodci zmiennej stanu g4 wykraczaly z przedziatu (-3, 5).

Dalsze badania beda mialy na celu wyjaénienie mechanizméw przyczyniajacych sie do polepszenia wynikdéw
generowanych przez algorytm ze zmienna norma. Bedziemy réowniez chcieli zastosowaé prezentowany algorytm
do sterowania innymi rodzajami manipulatoréw mobilnych.
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